0.1 Funkcionaly reprezentované integralem

Jde o funkcionaly ve tvaru

b
F(y) = / f(y(@). o (2)) de (1)
definované na mnoziné
M={yeC(ab): ya)=A, y(b) = B}, )

kde a,b,A,BER, a<ba fe C%]a,b] x R?).
Tuto obecnou situaci si oviem upravime na specialni tilohu

D(u) = F(u+¢),

b—a

kde o(x) = (x—a)+ 4, a

X = {u € C([a,b]) : u(a)=u(b) = 0}.
Je snadné si rozmyslet, 7ze u € X pravé tehdy, kdyz u+ ¢ € M, a 7ze u € X je
extrémem funkcionalu ® pravé tehdy, kdyZz u + ¢ je extrémem (stejného typu)
funkcionélu F'.
Vyhodou této formulace je, ze X je linearni prostor. Vybavime-li ho normou
[lullx = [Jullos + [[]]oo,

dostaneme normovany linearni prostor (dokonce uplny, tedy Banachiv).

Poznamky a priklady. 1. Napfiklad pro funkce f(z,y, 2) ve tvaru 2z, /1 + 22
a yv'1+ z2 bychom dostali funkciondy F po radé

b b b
F(y)=/w2y7 F(y)=/ V1I+(Y)? a F(y):/y L+ (v')%

2. (vypocet D@ a dj ,®) snadno spocitime, e pro U € X a h € X \ {0}
plati (pFi znaceni y = u+ @)

b
D (u) = / Fo@ gy b+ folasy, W do

1]

b
di,hq)(u) = / fyy(xa Y, y/)hZ +2fy. (z,y, y/)hh/ + fao(2, v, y/)(h,)Z dx.

Lemma 1 (zékladni lemma varia¢niho poctu). Necht f € C([a,b]). Potom



1. pokud plati

b
/fjﬂLgG@@MLWWw@=&

potom [ je konstantni na [a,b],

2. pokud plati

b
/M=QQGGMWw@=NF%

potom f =0 na [a, b].

Véta 2 (Euler-Lagrangeova rovnice). Necht f € C?%([a,b] x R?) a y je stacio-
ndrnim bodem funkciondlu F. Potom je funkce

z = fa(2,y(2), ¥ (2))
spojité diferencovatelnd na [a,b] a plati (tzv. Euler-Lagrangeova rovnice)
fy(@,y(2),y' (2) = (f2(2,y(2),y () = 0,2 € [a, b]. (3)

Poznamky a p¥iklady. 1. (regularita minimizéru) pokud je y staciondr-
nim bodem F a pro néjaké £ € (a,b) plati

fZZ(fvy@)a ?/(5)) # 0.



