
0.1 Funkcionály reprezentované integrálem

Jde o funkcionály ve tvaru

F (y) =

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x)) dx (1)

de�nované na mnoºin¥

M = {y ∈ C1([a, b]) : y(a) = A, y(b) = B}, (2)

kde a, b, A,B ∈ R, a < b a f ∈ C2([a, b]× R2).
Tuto obecnou situaci si ov²em upravíme na speciální úlohu

Φ(u) = F (u+ ϕ),

kde ϕ(x) =
B −A
b− a

(x− a) +A, a

X = {u ∈ C1([a, b]) : u(a) = u(b) = 0}.

Je snadné si rozmyslet, ºe u ∈ X práv¥ tehdy, kdyº u + ϕ ∈ M , a ºe u ∈ X je
extrémem funkcionálu Φ práv¥ tehdy, kdyº u+ ϕ je extrémem (stejného typu)
funkcionálu F .

Výhodou této formulace je, ºe X je lineární prostor. Vybavíme-li ho normou

||u||X = ||u||∞ + ||u′||∞,

dostaneme normovaný lineární prostor (dokonce úplný, tedy Banach·v).

Poznámky a p°íklady. 1. Nap°íklad pro funkce f(x, y, z) ve tvaru x2z,
√

1 + z2

a y
√

1 + z2 bychom dostali funkcionáy F po °ad¥

F (y) =

∫ b

a

x2y, F (y) =

∫ b

a

√
1 + (y′)2 a F (y) =

∫ b

a

y
√

1 + (y′)2.

2. (výpo£et DhΦ a d2h,hΦ) snadno spo£ítáme, ºe pro U ∈ X a h ∈ X \ {0}
platí (p°i zna£ení y = u+ ϕ)

DhΦ(u) =

∫ b

a

fy(x, y, y′)h+ fz(x, y, y′)h′ dx

a

d2h,hΦ(u) =

∫ b

a

fyy(x, y, y′)h2 + 2fyz(x, y, y′)hh′ + fzz(x, y, y′)(h′)2 dx.

Lemma 1 (základní lemma varia£ního po£tu). Nech´ f ∈ C([a, b]). Potom
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1. pokud platí ∫ b

a

fg′ = 0, g ∈ C1([a, b]), g(a) = g(b) = 0,

potom f je konstantní na [a, b],

2. pokud platí ∫ b

a

fg = 0, g ∈ C1([a, b]), g(a) = g(b) = 0,

potom f = 0 na [a, b].

V¥ta 2 (Euler-Lagrangeova rovnice). Nech´ f ∈ C2([a, b] × R2) a y je stacio-
nárním bodem funkcionálu F . Potom je funkce

x 7→ fz(x, y(x), y′(x))

spojit¥ diferencovatelná na [a, b] a platí (tzv. Euler-Lagrangeova rovnice)

fy(x, y(x), y′(x))− (fz(x, y(x), y′(x)))′ = 0, x ∈ [a, b]. (3)

Poznámky a p°íklady. 1. (regularita minimizéru) pokud je y stacionár-
ním bodem F a pro n¥jaké ξ ∈ (a, b) platí

fzz(ξ, y(ξ), y′(ξ)) 6= 0.
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